Deuxieme partie

Une géométrie naturelle






INTRODUCTION

1 Des premiéres inférences a la théorie

Dans la premiere partie, nous avons essayé de montrer com-
ment la perception des objets indéformables engendre des objets
mentaux, et comment ceux-ci engendrent des évidences. Une fois
dégagées — fut-ce a titre d’hypotheses — ces modalités de nais-
sance de la pensée géométrique, encore faut-il montrer qu’elles
peuvent déboucher sur une théorie géométrique quelque peu am-
ple et cohérente. C’est & quoi nous consacrons cette deuxieme
partie. Il se fait assez naturellement que cette premiere géomé-
trie argumentée recouvre l’essentiel de la matiere de géométrie
plane du début du secondaire!.

Comme il s’agit d’une premiere géométrie accrochée a des
intuitions quotidiennes, nous avions d’abord voulu ’appeler géo-
métrie naive, au sens ou on parle aussi de théorie naive des
ensembles®. E. C. Wittmann nous a convaincus que géométrie
naturelle serait mieux recu par cette partie du public qui aurait
tendance a comprendre naif dans le sens de peu informé, peu
sérieux, voire pas mathématique.

Nous cherchons a montrer qu’il est possible, a partir des pre-
mieres inférences évidentes (qui s’expriment en termes d’objets
mentaux) de construire une géométrie élémentaire logiquement
satisfaisante. Pour réaliser cet objectif, nous avons éliminé tout
contexte, et de ce fait I'exposé est impropre a un enseignement
vivant. Néanmoins, il pourra donner aux enseignants des clefs
d’explication des difficultés rencontrées par les éleves dans des
contextes divers. Etant proches du registre de pensée des enfants,
ces clefs devraient fonctionner mieux que celles tirées d’une géo-
métrie axiomatisée globalement.

2 Des évidences de départ

Comme nous 'avons vu dans la premiere partie, I’environne-
ment familier nous offre des évidences géométriques. Nous n’en
avons pas fait le tour, mais elles sont assez nombreuses. D’ol1 une
premiere question au départ d’'une géométrie naturelle : quelles
sont ces évidences 7 Il est nécessaire de savoir ce qui est déja la

! Niveau du college en France.

2 Voir par exemple R. Halmos, Naive set theory, [1960]. Il est important de savoir que la majorité des mathémati-
ciens ne recourent jamais a la théorie axiomatique des ensembles. Pour ce qu’ils font, la théorie naive (ou informelle)
des ensembles est une référence siire. Ainsi, ce n’est pas seulement aux débutants qu'une pensée informelle vient &
point.
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au départ, quelles sont ces connaissances qui, étant disponibles
et claires, ne doivent pas étre revues dans I'immédiat et peuvent
servir a aller plus loin.

Une objection peut étre que ces évidences, par leur grand
nombre, sont sources de confusion. « [...] je ne pense pas, écrit
Choquet [1964], qu’il soit désirable, comme 'ont préconisé cer-
tains professeurs, de prendre au départ de trés nombreux axio-
mes : le jeu mathématique basé sur trop de regles, devient com-
plexe et prend une allure de fragilité et d’incertitude. » Mais le
propos de Choquet n’était pas d’écrire une géométrie naturelle.
Il proposait, pour les éleves de la fin du secondaire des années
soixante, une géométrie axiomatisée globalement, conduisant ra-
pidement aux espaces vectoriels®. Nous voulons au contraire cher-
cher un passage naturel, une voie de moindre difficulté, entre le
savoir géométrique familier, nullement négligeable, et les pre-
mieres propositions non évidentes de la géométrie.

Heureusement, ces évidences assez nombreuses ont entre elles
des parentés qui permettent de les répartir en quelques ensembles
cohérents. Ces regroupements nous ont fourni une répartition
en chapitres pour la géométrie naturelle. Voyons comment ces
chapitres ont été concus.

Chaque chapitre évoque d’abord une “structure de base” et
traite ensuite de phénomenes qui lui sont apparentés. Nous avons
identifié six structures de base (voir ci-dessous), d’ott les six cha-
pitres de cette partie.

Expliquons plus en détails la forme des chapitres. Dans cha-
cun d’eux, la structure de base est donc exposée pour commen-
cer, sous forme de quelques expériences, quelques phénomenes
porteurs d’évidences intuitives (nous les appelons phénomeénes
de base. La suite du chapitre amene d’autres phénomenes. Cer-
tains sont aussi évidents que les premiers. La plupart de ceux
qui ne sont pas évidents s’expliquent en prenant appui sur la
structure de base. Mais parfois, I’explication s’appuie sur une
évidence supplémentaire, qui est alors évoquée sur le tas. Bien
entendu, les explications s’appuient aussi sur des propositions
déja démontrées.

Nous avons écrit ces chapitres en imaginant devant nous un
interlocuteur sensé, susceptible d’étre attentif aux données im-
médiates de I’environnement et n’ayant retenu que peu de choses
de la géométrie enseignée en primaire (par exemple, il sait recon-
naitre un triangle, un rectangle,...). Nous imaginons — nous es-
pérons — qu’il nous quittera en ayant compris et appris un certain
nombre de propriétés géométriques non évidentes, et aussi qu’il
aura compris comment on manceuvre pour acquérir de nouvelles
connaissances en géométrie élémentaire.

Cette partie de notre étude doit étre considérée comme un

3 G. Papy, de son c6té, a proposé une géométrie axiomatisée globalement & partir de Page de douze ans. Cf. G.

Papy [1970].



Introduction

premier essai. Nous nous proposons de le revoir prochainement
en argumentant nos choix, ainsi qu’en proposant des alternatives
tenant compte de ce que les évidences intuitives varient d’une
personne a 'autre. Nous le compléterons aussi, entre autres du
coté de la géométrie de 'espace, et 'accompagnerons de notes
méthodologiques expliquant les modes de raisonnement.

Le chapitre 5, intitulé Une perpendiculaire et deux obliques,
part de la structure de base constituée d’une droite, une perpen-
diculaire et deux obliques (figure 1). Il se poursuit par d’assez
nombreuses évidences relatives a la médiatrice d’un segment, au
triangle isocele, au losange, a un cercle muni d’une corde, a la
bissectrice d'un angle. Il débouche sur la tangente au cercle et
sur deux propriétés non évidentes, celle du cercle circonscrit a
un triangle et celle du cercle inscrit.

Fig. 1

Le chapitre 6, intitulé Trois segments, part des évidences re-
latives a I'inégalité triangulaire et débouche sur 'intersection de
deux cercles et les cas d’égalité des triangles.

Le chapitre 7, intitulé Rectangles, cercles et angles, part de
quelques propriétés élémentaires du rectangle. Il traite ensuite
de 'angle au centre dans un cercle, de 'arc qu'’il intercepte et
de la corde qui sous-tend cet arc. Il conduit aux propriétés des
angles inscrits dans un cercle et se termine par la question des
quadrilateres inscriptibles.

Le chapitre 8, intitulé Paralléles et angles, part de la struc-
ture de base constituée par deux paralleles et une transversale.
Il rassemble au départ un tout petit nombre d’évidences, et dé-
bouche sur une série assez longue de propriétés des angles des
polygones.

Le chapitre 9 traite des puzzles de carrés et de triangles qui
conduisent au théoreme de Pythagore et a sa réciproque.

Le chapitre 10, intitulé Paralleles et longueurs, part d’une
situation de base proche du chapitre 8 : un réseau régulier de
paralleles, traversé par une ou deux sécantes. De quelques évi-
dences au départ, il tire de multiples propriétés sur la conserva-
tion des rapports, les homothéties, les systemes de coordonnées
et les équations de droites.

3 Ce que la géométrie naturelle est
ou voudrait étre

Comment situer cette géométrie naturelle, en particulier par
rapport aux géométries les plus connues ? Comme la plupart des
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autres exposés théoriques, elle est, nous ’avons dit, construite
en dehors de tout contexte concret. Elle ne s’appuie sur au-
cun theme, au rebours par exemple de la géométrie de Clairaut
[1741], qui visait tout au long la mesure des terrains.

Les évidences de départ de la géométrie naturelle sont issues
de I'environnement familier, des objets et relations qui y sont
omniprésents et qui ont le statut d’objets mentaux. Rappelons-
les (voir section 5 du chapitre 2) pour Iessentiel :

les points, droites, segments et angles,

les paralléles, perpendiculaires et sécantes,

les égalités et inégalités de grandeurs,

les translations, symétries orthogonales et demi-tours.

Ces structures sont celles que I’étre humain rencontre im-
manquablement et sans cesse lorsqu’il s’efforce de saisir I'espace
pour y vivre et agir. Non pas 'espace entité abstraite et vide,
mais I'espace peuplé de formes et de mouvements.

La géométrie naturelle cherche a respecter deux principes,
qui la distinguent des géométries constituées.

Le premier, déja relevé ci-dessus, est qu’elle n’exclut au départ
aucun des moyens de connaissance et de pensée disponibles. Par
contraste, les géométries les plus connues, du fait méme qu’elles
sont des théories unifiées au départ d’'un petit nombre d’axiomes,
et méme si ceux-ci sont proches de perceptions et d’expériences
quotidiennes, excluent un certain nombre de moyens de pensée.
Donnons-en quelques exemples.

Euclide, souvenons-nous (voir I’appendice page 66), évoque
brievement les mouvements, mais s’en passe le plus vite possible.
Hilbert [1899] les accepte, au sens ou les congruences directes
sont des déplacements idéalisés. Mais il n’adopte pas comme
terme primitif les symétries et mouvements simples (symétrie or-
thogonale, translation, demi-tour) qui servent dans le quotidien
a se convaincre de certaines congruences. Choquet [1964] écarte
les angles au départ et exprime sa satisfaction d’avoir réussi a
ne les introduire que tres tard. Artin [1957] ne prend en compte
au départ, parmi les objets et transformations qui possedent un
correspondant dans le quotidien, que les points, les droites, les
paralleles et les translations. Les homothéties, qu’il utilise aussi,
sont des transformations savantes. Bachmann [1973] ne considére
ni les points, ni les droites, mais s’appuie par contre sur les symé-
tries orthogonale et centrale. Enfin, et bien entendu, lorsque la
géométrie est immédiatement vectorielle, elle est des son origine
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assez loin des intuitions quotidiennes (voir Dieudonné [1968])%.

La géométrie naturelle cherche a respecter un deuxiéme prin-
cipe, qui complete le premier : elle ne s’appuie au départ sur
aucune connaissance non disponible au débutant.

En soulignant cela, nous pensons surtout, par contraste, a
toutes les géométries qui présupposent la connaissance des nom-
bres réels, et donc ne s’adressent pas aux débutants. C’est le
cas bien entendu de la géométrie construite d’emblée dans le
cadre d’un espace vectoriel (voir & nouveau Dieudonné [1968]).
On trouve aussi les réels au départ de la géométrie chez Cho-
quet [1964], chez Birkhoff et Beatley [1959], et dans la géométrie
proposée nagueére par le GEM [1982].

Nous croyons réaliste qu’une premiere géométrie s’intéresse
d’abord aux grandeurs et aux formes elles-mémes, sans renvoyer
immédiatement & leurs expressions numérisées. Les nombres (au-
tres que les naturels) sont, a travers les mesures, un produit de
lactivité géométrique, ils n’en sont pas un préalable®.

Ces deux principes montrent que la géométrie naturelle pro-
posée ici s’efforce de partir du quotidien. Elle n’est pas une forme
adaptée aux éleves, vulgarisée, d’une géométrie constituée.

Toutefois, elle est formée avec des matériaux qu’on retrouve,
au moins en partie, dans les géométries constituées. Elle utilise,
comme celles-ci, la logique ordinaire. Et par dela son objectif
principal qui est d’apprendre a saisir ’espace, elle est une pre-
miere étape vers ces géométries. Elle s’attarde en particulier sur
le parallélogramme, les projections paralleles et la propriété de
Thales, faisant ainsi un bout de chemin vers la notion d’espace
vectoriel.

4 Et la rigueur ?

La géométrie naturelle est informelle au sens ou elle se sert
d’objets mentaux issus de ’expérience quotidienne et ou elle n’est
pas axiomatisée dans son ensemble. D’oli la question : est-elle
rigoureuse 7 Evite-t-elle les pieges logiques 7

Voici un premier élément de réponse. Dans une théorie axio-
matisée de grande ampleur, chaque concept doit tenir la route
d’un bout a 'autre. Pour cela, il prend en compte le champ en-
tier, souvent gigantesque, des objets de la théorie. Il est muni
d’emblée de caractéristiques techniques lui permettant de tra-
verser indemne les arcanes des démonstrations les plus difficiles.

75

4 Le fait que chacune de ces géométries ait sélectionné séverement ses termes primitifs et ses axiomes, répondant
chaque fois & une intention théorique significative, est extrémement intéressant. Qu’on ne se méprenne donc pas sur
notre intention : rappeler ces sélections séveres n’est pas une critique, car chacune, grace précisément aux contraintes
imposées, révele un aspect profond de la géométrie. On peut méme dire que pour bien connaitre, en mathématicien,

la géométrie, il est essentiel d’en connaitre plusieurs versions ariomatiques.

5 Rappelons, pour situer historiquement notre propos, que la géométrie d’Euclide ne recourt & aucun nombre &
part des naturels. Hilbert et Artin construisent tous deux le corps de leur géométrie au sein méme de la théorie.
Le corps de la géométrie de Hilbert, étant fondé sur un calcul de segments, est d’ailleurs beaucoup plus proche du

quotidien que celui d’Artin.
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La géométrie naturelle au contraire ne s’intéresse pas tout de
suite a un vaste champ d’objets et de phénomenes, entierement
cerné d’entrée de jeu. Elle s’intéresse d’abord, que la chose soit
explicite ou non, a des champs restreints d’objets. Dans chacun
de ces champs, des objets mentaux définis sans trop de tech-
nicité sont de bons instruments d’explication des phénomenes.
Bornons-nous a un seul exemple : si dans un contexte donné,
on ne rencontre aucun « angle mesurant plus de 180 degrés »,
une certaine idée familiere des angles fonctionnera bien. Un jour
il faudra en changer®. Autant attendre d’apercevoir les raisons
qui imposeront ce changement’. Voici ce qu’écrit Morris Kline
[1997] & ce sujet : « Avant qu’on puisse apprécier une formula-
tion précise d’un concept ou d’un théoreme, on doit savoir quelle
idée est formulée, quelles exceptions et quels pieges ’énoncé s’ef-
force d’éviter. Donc il faut étre capable d’évoquer toute une ri-
chesse d’expérience acquise avant de s’attaquer a la formulation
rigoureuse. »

Par commodité, nous avons parlé jusqu’ici de la géomé-
trie naturelle, au singulier. Cela risque de donner a croire qu’il
s’agit d'un nouveau canon pédagogique. Loin de nous cette idée.
D’abord il s’agit d’un essai, qui doit étre mis a I’épreuve au-
pres du public intéressé. Ensuite la solution que nous présentons
n’est pas unique. En effet, & tout moment, nous avons eu a choi-
sir entre divers chemins raisonnables. Parce que nous voulions
un texte bref, nous n’avons proposé aucune alternative.

AVERTISSEMENT. — Dans cette partie, nous utilisons les ter-
mes identiques et les mémes pour renvoyer a deux figures con-
gruentes. Par exception, nous utilisons é€gal lorsque la figure est
un segment ou un angle. Ces termes familiers nous ont paru
les plus appropriés pour une géométrie informelle. Mais nous ne
souhaitons pas imposer ce vocabulaire. On trouvera a ’appendice
page 301 des arguments pour éclairer d’autres choix éventuels.

REMERCIEMENTS. — Sept personnes nous ont fait part de
leurs difficultés et de leurs critiques a la lecture d’une premiere
version de cette Géométrie naturelle. Ce sont J. Bartholomé, ré-
gente en francais, C. David, sans profession, M. de Terwangne,
institutrice primaire, A. Frere, institutrice primaire, M. Meuret,
institutrice maternelle, P. Planche, régent en géographie, A. War-
nier, licenciée en mathématiques.Nous avons clarifié notre texte
en tenant compte de toutes leurs observations et les remercions
chaleureusement.

6 Les angles dont il est question aux chapitres 5 et 6 ci-aprés sont strictement inférieurs & 180 degrés. Clest

pourquoi nous en parlons sans définition ni précautions particulieres. Il s’agit de la notion d’angle la plus spontanée,
et elle fonctionne bien dans ce cadre. A partir du chapitre 7 par contre, nous envisageons des angles de 180 degrés et
davantage, ce qui mérite une mise au point.

7 (Pest en gros dans ces termes-1a qu'on peut parler des paliers de rigueur qu’évoque Freudenthal [1973].



PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES

1 Une perpendiculaire et des obliques

PHENOMENE DE BASE 1. — La figure 1 montre un point P,
une droite d et divers chemins pour aller de P a d. Pour y voir
plus clair, disposons la droite d horizontalement (figure 2). Le
chemin le plus court suit la perpendiculaire.

Fig. 1 Fig. 2
Cette observation est assez importante pour que nous la met-
tions clairement en évidence.

1. Si d’un point extérieur a une droite, on mene vers celle-ci une
perpendiculaire et des obliques, la perpendiculaire est plus courte
que chaque oblique.

La distance donnée par la perpendiculaire est appelée dis-
tance du point a la droite.

7
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2 La perpendiculaire
et deux obliques égales

haubans

haubans

Donnons-nous une droite d horizontale, un point P et la per-
pendiculaire. A partir de la, nous allons faire quatre observations.

PHENOMENE DE BASE 2. — Donnons-nous en outre deux ba-
guettes de méme longueur, plus longues que la distance de P a
d (figure 3). Disposons ces deux baguettes symétriquement de la
maniere suivante (voir figure 4) :

— placons la premiere a gauche avec une extrémité en P ;
I’autre extrémité touche la droite horizontale en B ;

— placons la deuxieme baguette a droite avec une extrémité
en P ; autre extrémité touche la droite horizontale en B’'.

Fig. 3

Fig. 4

Puisque nous sommes partis d’une situation symétrique — la
droite (elle est infinie) et la perpendiculaire — et que nous avons
rajouté les deux segments symétriquement, la figure finale est
completement symétrique. Il en résulte que les angles a et o
entre les deux baguettes et d sont égaux, les segments [AB] et
[AB'] sont égaux, et les angles B et B sont aussi égaux (figure 4).

PHENOMENE DE BASE 3. — Donnons-nous deux angles aigus
égaux a et o découpés dans du carton (figure 5 a la page sui-
vante). Disposons-les ensuite symétriquement 'un a gauche et
I’autre a droite, comme le montre la figure 6, avec un coté le
long de d et 'autre passant par P. A nouveau, nous avons ra-
jouté symétriquement des éléments a une figure symétrique. Le
résultat est symétrique : les deux segments [BP] et [B’'P] sont
égaux, ainsi que les deux segments [AB] et [AB'] et les deux
angles B et B\’ .
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Fig. 5

PHENOMENE DE BASE 4. — Donnons-nous deux baguettes de
méme longueur (figure 7) et disposons-les symétriquement le long
de d avec une de leurs extrémités au pied A de la perpendiculaire,
comme le montre la figure 8. Dessinons ensuite les segments [BP]
et [B'P]. La figure obtenue ainsi étant entierement symétrique,
[BP] et [B'P] sont égaux, de méme que les angles @ et o, et les
angles 3 et (.
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Fig. 7

PHENOMENE DE BASE 5. — Donnons-nous deux angles
égaux B et ﬂA’ découpés dans du carton (figure 9). Disposons-
les symétriquement avec leur sommet en P et un de leurs cotés
le long de la perpendiculaire comme le montre la figure 10. Cette
figure étant entierement symétrique, les deux segments obliques
[PB] et [PB’] sont égaux, les deux segments [AB] et [AB’] sont
égaux, et les deux angles a et o/ sont aussi égaux.

DD [

Fig. 9

Dans la suite nous reviendrons a diverses reprises sur ces phé-
nomenes de base. Ils sont résumés dans la proposition suivante.

. D’un point extérieur a une droite, on meéne vers celle-ci un
2. D'un t extérie ne droite, on e s celle e
perpendiculaire et deuxr obliques. Si une quelconque des quatre
propriétés suivantes est vérifiée, les trois autres le sont aussi :

(a) les deuz obliques sont égales ;

(b) les angles formés par la droite et chacune des deux obliques
sont égaux ;
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(c) les pieds des deuz obliques sont a égale distance du pied de
la perpendiculaire ;
(d) les angles formés par la perpendiculaire et chacune des deux
obliques sont égau.

En reparcourant les deux phénomenes de base 2 et 3, on
s’apercoit qu’on peut aussi les simplifier en s’arrangeant pour
que la perpendiculaire n’y joue plus de réle. Ceci nous conduit
a une autre proposition, un peu plus légere, dans laquelle nous
isolons les conclusions (a) et (b) de la proposition 2.

3. D’un point extérieur a une droite, on méne deux obliques vers
celle-ci. St une des deux propriétés est vérifiée, Iautre l’est aussi :
(a) les deuz obliques sont égales ;

(b) les angles formés par la droite et chacune des deux obliques
sont égaux.

3 Un segment et sa médiatrice

Rappelons qu’on appelle médiatrice d’un segment la droite
perpendiculaire a celui-ci en son milieu. Le terme médiatrice dé-
rive du latin medius : qui est au milieu.

La figure 11a illustre cette définition. On voit mieux la situa-
tion lorsqu’on amene le segment & ’horizontale (figure 11b).

Fig. 11 (a,b)

Voici maintenant une premiere question a propos de la média-
trice : si on considere un point P sur la médiatrice d’'un segment
(figure 12a), ce point est-il a distance égale des extrémités du
segment 7

En posant cette question, on se retrouve dans la situation du
phénomene de base 4 a la page précédente : les deux distances
sont égales (figure 12b).

P P

e e

Fig. 12 (a,b)
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Voici ensuite une deuxieme question, inverse de la premiere :
si on considere un point P a égale distance des extrémités d’un
segment (figure 13a), ce point est-il sur la médiatrice du seg-
ment 7

Du point P, menons la perpendiculaire au segment (figu-
re 13b). Ceci fait, nous nous retrouvons dans la situation du
phénomene de base 2 a la page 78 : les segments [AB] et AB’'] sont
égaux (figure 13c). Ainsi la perpendiculaire est bien médiatrice
du segment, et le point P est sur la médiatrice.

P P P

Fig. 13 (a,b,c)

La figure 14 montre un segment, sa médiatrice et un ensemble
de points a égale distance des extrémités du segment.

La proposition suivante résume ce que nous venons d’observer
a propos de la médiatrice.

4. (a) Si un point est sur la médiatrice d’un segment, il est a
€gale distance des extrémités de celui-ci.

(b) Si un point est situé a égale distance des extrémités d’un
segment, il est sur la médiatrice de celui-ci.

Cette proposition double peut aussi s’énoncer d’un seul coup
sous la forme :

4'. Un point est sur la médiatrice d’un segment si et seulement
s’il est a distance égale des extrémités de celui-ci.

Ainsi la médiatrice d’'un segment est constituée de tous les
points situés a égale distance des extrémités de celui-ci et de ces
points seulement. « Etre a égale distance des extrémités d’un
segment » est donc une propriété qui caractérise les points de la
médiatrice du segment. On exprime cela en disant :

4". La médiatrice d’un segment est le lieu des points situés a
€gale distance de ses extrémités.

Fig. 14
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4 Le triangle isocele

Alvéoles de la mosquée de Tichitt

La figure 15 montre quelques triangles isoceles. Ala figure
16, les mémes triangles sont posés sur leur base. C’est dans cette
position qu’on reconnait le plus facilement un triangle isocele.
On voit qu’il est symétrique, avec deux cotés inclinés de la méme
maniere, I'un montant de gauche a droite et I'autre de droite a
gauche.

N>V~

Fig. 15

Fig. 16

4.1 Quelques propriétés du triangle isocele

Le triangle isocele est une figure familiere. Il possede de nom-
breuses propriétés. Voici les principales.
5. 1l a deux cotés égaux (figure 17 a la page suivante).

Isocele est d’ailleurs dérivé de deux mots grecs : isos qui veut
dire égal et skalos qui veut dire jambe. Un triangle isocele est un
triangle qui a deux jambes égales.

6. Il a les angles a la base égaux (figure 18).
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Fig. 17 Fig. 18

7. 1l possede un azxe de symétrie ; celui-ci :
1. passe par le sommet ;
2. est perpendiculaire a la base (figure 20) ;
3. coupe la base en deuzr segments égauz (figure 19) ;
4. coupe l'angle au sommet en deux angles égauzx (figure 21).

En mettant ensemble les propriétés 2 et 3, on voit que [’axe
est médiatrice de la base.

Fig. 20 Fig. 21

Pour la plupart des personnes, les propriétés 5 et 6 a la page
précédente donnent une sorte de portrait de base du triangle
isocele. La propriété 7 est plus savante et appartient plutét a un
portrait enrichi.

4.2 Conditions déterminantes du triangle isocele

8. Si un triangle a deur angles égaur (figure 22), alors il est
1socéle.

Du sommet P abaissons la perpendiculaire au coté opposé
(figure 23). Nous nous trouvons dans la situation du phénomene
de base 3 a la page 78. Et nous reconnaissons un triangle isocele.

P P
B A B’ B A B’
Fig. 22 Fig. 23 Fig. 24

9. Si un sommet d’un triangle est sur la médiatrice du coté op-
posé (figure 25 a la page suivante), alors il est isocéle.

83



84 Chapitre 5. Perpendiculaires et obliques

Nous nous trouvons la dans les circonstances du phénomene
de base 4 a la page 79 (voir figure 26). Nous aboutissons bien
encore a un triangle isocele.

P P
B A B’ B A B’
Fig. 25 Fig. 26

10. Si dans un triangle la hauteur issue d’un sommet est mé-
diatrice du coté opposé (voir a nouveau la figure 25), alors il est
isocéle.

Comme dans le cas précédent, nous nous trouvons dans la
situation du phénomene de base 4 a la page 79 : le triangle est
bien isocele.

5 Le losange

Le nom de losange vient du gaulois lausa qui veut dire pierre
plate.

La figure 27 montre quelques losanges en position quelconque.
Les figures 28 et 29 montrent les mémes losanges dans les deux
positions ol on observe mieux leur symétrie. Prises ensemble, ces
deux figures montrent des formes possibles d’un losange articulé.

ZAN 0%

Fig. 27 Fig. 28
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©<><>

Fig. 29

5.1 Quelques propriétés du losange
11. Le losange a quatre cotés égauz (figure 30).
12. Il a les angles opposés égauz (figure 31).
13. Il a les cotés opposés paralleles.

On le voit sur la figure 32a, et sans doute mieux sur la figure

e e u

Fig. 30 Fig. 31 Fig. 32 (a,b)

14. Chacune de ses diagonales le divise en deuz triangles isocéles
identiques (figure 33).

15. Chacune de ses diagonales est un aze de symétrie (figure

16. Ses diagonales sont perpendiculaires et se rencontrent en
leur milieu (figure 34).

<= <>

Fig. 3
Fig. 33 9. 34

5.2 Une condition déterminante du losange

17. Si dans un quadrilatére les diagonales sont perpendiculaires
et se rencontrent en leur milieu, ce quadrilatére est un losange.

Considérons deux segments perpendiculaires et qui se cou-
pent en leur milieu (figure 35 & la page suivante). La symétrie de
la figure (ou une double application du phénomene de base 4 a
la page 79) montre que les quatre cotés du quadrilatere ABC D
sont égaux (figure 36 a la page suivante).
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Fig. 35 Fig. 36

6 Un cercle et une droite

\

Le cercle est une figure familiere, qu’il est a peine besoin de
présenter. Alors que les triangles isoceles n’ont pas tous la méme
forme, et les losanges non plus, tous les cercles ont la méme
forme. La seule différence qui peut exister entre deux cercles est
leur grandeur. De plus, pour bien voir un cercle sur une feuille ou
un tableau en position frontale, il n’est pas besoin de ’orienter de
fagon particuliere : toutes les orientations se valent (figure 37).

o]el®

Fig. 87

Voici quelques propriétés du cercle.

18. Tous les points d’un cercle sont a égale distance d’un point
appelé centre. Cette distance est le rayon.

Signalons qu’on appelle aussi rayon tout segment qui joint le
centre du cercle a 'un de ses points.

19. Tout point qui se trouve a une distance du centre égale au
rayon est sur le cercle.
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. Ces deux proprictés se résument en une seule : un cercle de
centre O et de rayon r est le lieu des points qui se trouvent a
distance r de O.

21. Tous les points intérieurs a un cercle sont a une distance du
centre inférieure au rayon.

22. Tous les points extérieurs a un cercle sont a une distance du
centre supérieure au rayon.

23. Tout diamétre d’un cercle est un axe de symétrie pour celui-
ci (figure 38a).

On voit mieux cette symétrie du cercle si on amene le dia-
metre en position verticale (figure 38b).

7 C

Fig. 38 (a,b)

Considérons maintenant une figure formée par un cercle et
une droite d qui le rencontre (figure 39a). Ici on voit mieux la
symétrie si on dispose la droite horizontalement (figure 39b).

oe

Fig. 39 (a,b)

Premiere question : si on trace la médiatrice de la corde (fi-
gure 40a), est-ce qu’elle passe par le centre ? (Rappelons qu’on
appelle corde d’un cercle n’importe quel segment dont les extré-
mités sont sur le cercle.) Le centre étant a égale distance des
extrémités de la corde (figure 40b), il est sur la médiatrice (voir
proposition 4b a la page 81).

RN

Fig. 40 (a,b)
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Question réciproque : si on abaisse la perpendiculaire du cen-
tre sur la corde (figure 41a), est-elle médiatrice de celle-ci ? En
dessinant deux rayons comme sur la figure 41b, nous nous retrou-
vons dans les conditions du phénomene de base 2 a la page 78 :
le pied de la perpendiculaire divise la corde en deux segments
égaux, et la perpendiculaire est bien la médiatrice supposée (fi-
gure 41c).

] ] .

Fig. 41 (a,b,c)

Nous résumons cela par la proposition suivante.

24. (a) Si on trace la médiatrice d’une corde d’un cercle, cette
médiatrice passe par le centre du cercle et est donc un diameétre.

(b) Si on abaisse la perpendiculaire du centre d’un cercle sur une
corde, cette perpendiculaire est la médiatrice de la corde.

PHENOMENE DE BASE 6. — Si, comme & la figure 42a, on
considere une corde perpendiculaire a un diametre et qui s’éloi-
gne continiment du centre, on voit ses points d’intersection avec
le cercle se rapprocher de plus en plus. Ala fin, ils se rejoignent.
La droite, qui n’a pas cessé d’étre perpendiculaire au diametre,
n’a plus alors qu’un seul point de contact avec le cercle. Elle est
présentée a la figure 42b. Tous ses autres points sont extérieurs
au cercle, puisqu’ils sont a une distance du centre supérieure au
rayon (figure 42c¢).

Fig. 42 (a,b,c)

On appelle tangente a un cercle toute droite perpendiculaire
a un rayon a son extrémité. Une tangente ne touche le cercle
qu’en un point. Le mot latin tangere veut dire toucher.

Soit maintenant une droite, un point extérieur a la droite et la
perpendiculaire joignant le point & la droite (figure 43a a la page
suivante). Dessinons le cercle qui a son centre au point donné et
qui a pour rayon la perpendiculaire. La droite est tangente au
cercle (figure 43b).
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Fig. 43 (a,b)

Aucun autre cercle de méme centre n’est tangent a la droite.
Voyons cela en détail. Si nous dessinons un autre cercle dont le
centre ce trouve au méme point, son rayon est soit plus petit
que la distance du point a la droite (figure 44a) soit plus grand
(figure 44b) :

— ¢§’il est plus petit, aucun de ses rayons ne peut toucher la
droite, car si un des rayons arrivait jusqu’a la droite, il se-
rait au moins égal a la perpendiculaire (voir la proposition
1 a la page 77) ;

— si au contraire le rayon est plus grand que la perpendicu-
laire, en dessinant deux rayons comme sur la figure 44c,
nous retrouvons les conditions du phénomene de base 2 a
la page 78. Il y a deux points du cercle qui se trouvent sur
la droite.

Q

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.

N

Fig. 44 (a.b,c)

25. En prenant pour centre un point extérieur d une droite, on
peut dessiner un et un seul cercle auquel la droite est tangente.

7 Un angle et sa bissectrice

Appelons ici bissectrice d’un angle la demi-droite qui coupe
celui-ci en deux angles égaux. La figure 45a montre un angle et sa
bissectrice. On discerne mieux 1’égalité des deux angles résultant
du partage si on dispose la bissectrice verticalement, comme le
montre la figure 45b ou la figure 45c.

Fig. 45 (a,b,c)
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Considérons un point P sur la bissectrice d’un angle (figure
46a). De ce point menons des perpendiculaires aux deux cotés de
I'angle (figure 46b). Comme la figure est symétrique par rapport
a la bissectrice, et que nous la complétons par deux constructions
symétriques, la perpendiculaire dessinée a gauche est égale a la
perpendiculaire dessinée a droite. Donc le point de la bissectrice
est a égale distance des deux c6tés de 'angle (figure 46¢).

Fig. 46 (a,b,c)

26. Tout point de la bissectrice d’un angle est a égale distance
des cotés de celui-ci.

Considérons maintenant un point P intérieur a ’angle et si-
tué a égale distance de ses cotés (figure 47a). Tragons les per-
pendiculaires [PB] et [PB’] aux deux cotés. Ces deux segments
sont égaux. Joignons les pomts P et A (figure 47b). Nous allons
montrer que les angles BAP et B'AP sont superposables, et que
par conséquent, le point P est sur la bissectrice de I'angle.

A A
P P
B B’ B B’ //JL\’\ /'/JL\\
P P A/ B B/ A// A/ B Bl A//

Fig. 47 (a,b,c,d)

Pour montrer cela, une manceuvre nous sera utile : elle est
destinée a amener les conditions du phénomene de base 2 a la
page 78. Transportons les deux triangles PBA et PB’'A de ma-
niere que leurs cotés [PB] et [PB’] soient accolés, comme le
montre la figure 47c. Nous sommes effectivement dans les condi-
tions du phénomeéne de base 2, puisque [PA’] est superposable
a [PA”]. Ainsi les angles PA'B et PA"B’ sont superposables
(figure 47d).

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante!.

27. Tout point a l'intérieur d’un angle et situé a €gale distance
de ses cotés est sur la bissectrice de celui-ci.

Ces deux propositions peuvent se résumer en un seule.

! Dans ce chapitre le terme angle, qui n’a pas été défini, renvoie & I’angle quotidien, toujours strictement inférieur
a 180°. Dans ces conditions, la locution l’intérieur d’un angle ne présente pas d’ambiguité.
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28. La bissectrice d’un angle est le lieu géométrique des points
térieurs a l'angle et équidistants de ses cotés.

Cette proposition a pour conséquence la proposition suivante.

29. En prenant comme centre un point de la bissectrice d’un
angle, on peut tracer un cercle tangent aux deux cotés de I’angle

(figure 48).

8 Un triangle dans un cercle

Jusqu’a présent dans ce chapitre, nous avons étudié des pro-
priétés de symétrie de figures simples, toutes plus ou moins
parentes entre elles. Ces propriétés n’avaient pas grand chose
d’étonnant : elles résultaient de maniere naturelle de la symé-
trie.

Maintenant nous allons étudier une propriété des triangles
qui n’est pas du tout évidente, et comme nous allons le voir,
la situation sera peu symétrique. Cette propriété concerne les
médiatrices d’un triangle. Rappelons qu’on appelle médiatrices
d’un triangle, les médiatrices de ses cotés.

~

P

|

|
+

|

|

|

Fig. 49 Fig. 50

Considérons un triangle ABC' quelconque (figure 49) et deux
de ses médiatrices. Elles se rencontrent en un point P. Puisque
ce point est sur la médiatrice de [AC], il est a égale distance de A
et de C' (voir proposition 4a & la page 81). Pour la méme raison,
puisqu’il est sur la médiatrice de [AB], il est a égale distance de
A et de B. Donc il est & égale distance de B et de C (figure 50), et
par conséquent il est sur la médiatrice de [BC (voir proposition
4b). C’est ce que montre la figure 51. Nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante.

30. Dans n’importe quel triangle, les médiatrices se rencontrent
en un méme point.

Puisque le point de concours des médiatrices est a égale dis-
tance des trois sommets du triangle, ce point est le centre d’un
cercle qui passe par ces trois sommets.

Remarquons que pour chaque triangle il n’y a qu'un seul
cercle qui passe par ses trois sommets. Le point de rencontre des

Fig. 48

Fig. 51
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médiatrices est en effet la seule position possible pour le centre
d’un tel cercle : celui-ci doit se trouver a égale distance des trois
sommets, et donc, en vertu de la proposition 4b, sur chacune des
médiatrices. Nous avons donc la proposition suivante.

31. Pour nimporte quel triangle, il existe un cercle qui passe par
ses trois sommets, et il n’y en a qu’un seul.

La figure 52 montre un tel cercle, que I'on appelle cercle cir-
conscrit au triangle.

9 Un cercle dans un triangle

Venons-en maintenant a une propriété des bissectrices d’'un
triangle. Rappelons qu’on appelle bissectrices d’un triangle, les
bissectrices de ses angles.

Considérons un triangle ABC quelconque et deux de ses bis-
sectrices. Elles se rencontrent en un point P. Puisqu’il est sur la
bissectrice de I'angle en A, ce point se trouve a égale distance
de [AB] et de [AC] (voir proposition 26 a la page 90). Pour la
méme raison, et puisqu’il est sur la bissectrice de I'angle en C,
il est a égale distance de [AC] et de [BC]. Donc ce point est a
égale distance de [AB] et de [BC], et par conséquent, il est sur
la bissectrice de I’angle en B (voir proposition 27 a la page 90).
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.

Fig. 5/ Fig. 55

32. Dans n’importe quel triangle, les bissectrices se rencontrent
en un méme point.

Puisque le point de concours des bissectrices est a égale dis-
tance des trois cotés du triangle, nous avons aussi la proposition
suivante.

33. Dans n’importe quel triangle, il existe un cercle tangent a
ses trois cotés.

La figure 56 montre un tel cercle, que I'on appelle cercle ins-
crit au triangle.

Remarquons aussi que pour chaque triangle il n’y a qu’un seul
cercle qui est tangent a ses trois cotés. Le point de rencontre des
bissectrices est en effet la seule position possible pour le centre
d’un tel cercle : celui-ci doit se trouver a égale distance des trois
cotés, et donc, en vertu de la proposition 27, sur chacune des
bissectrices.



TROIS SEGMENTS

Considérons trois phénomenes géométriques qui n’ont pas
I’air d’avoir grand chose en commun.

Le premier est que le plus court chemin d’un point & un autre
est celui qui va en ligne droite.

Le second est que deux cercles, selon la facon dont ils sont
disposés, se rencontrent soit en deux points, soit en un seul, soit
en aucun.

Le troisieme concerne les triangles. Si on considere tous les
polygones réalisés a 'aide de tiges articulées (absolument ri-
gides), on s’apercoit que le triangle est le seul qui soit indéfor-
mable. C’est pourquoi on 'utilise pour construire des charpentes
et plus généralement des structures rigides. Par exemple, pour ri-
gidifier une étagere, il suffit de la munir d’une barre transversale
qui décompose le rectangle en deux triangles.

T B D

FINK HOWE
WOOD WITH STEEL VERTICALS

SKYLIGHTS

A _
[4

SAW TOOTH WARREN

Nous montrons dans ce chapitre que, malgré 'apparence, ces
trois phénomenes ont entre eux un lien de parenté assez étroit.

1 L’inégalité triangulaire

PHENOMENE DE BASE 1. — Soit, comme sur la figure 1 & la
page suivante, trois segments (ou trois baguettes) [AB], [BC]| et
[C'A] disposés en triangle. Le chemin direct de A & C' est plus
court que le chemin qui passe par B. Nous pouvons écrire cela
sous la forme
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|AC| < |AB| + |BC.

De maniere générale, nous pouvons énoncer la proposition
suivante.

1. Chaque coté d’un triangle est plus petit que la somme des

deuzr autres.
B

Fig. 1

Cette propriété est connue sous le nom d’inégalité triangu-
laire.
Donnons-nous maintenant trois segments inégaux.

PHENOMENE DE BASE 2. — A la figure 2a, le plus grand des
trois segments est plus grand que la somme des deux autres. Il
est clair que nous ne pouvons pas former un triangle dans ce cas

(figure 2b).
. /
— \ /
Fig. 2 (a,b)
PHENOMENE DE BASE 3. — A la figure 3a, le plus grand des
trois segments est égal a la somme des deux autres. Nous ne
pouvons pas non plus former un triangle (figure 3b).

Fig. 8 (a,b)

Cette situation nous conduit a la proposition suivante, illus-
trée par la figure 4.

2. Si trois segments [AB], [BC] et [AC| sont tels que
|AB| + [BC| = [AC],

alors les points A, B et C sont alignés.
A B C

Fig. 4
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PHENOMENE DE BASE 4. — Enfin 4 la figure 5a , le plus grand
des trois est plus petit que la somme des deux autres. Cela nous
permet de les disposer en triangle, comme le montre la figure 5b.

Fig. 5 (a,b)

Dans le cas particulier ou deux des trois segments donnés
sont égaux, nous pouvons former un triangle dés que la somme
des deux segments égaux est plus grande que le troisieme. Le
triangle obtenu est alors isocele. La figure 6 illustre deux cas
possibles.

Fig. 6

2 Deux cercles

Pour étudier les positions respectives possibles de deux cer-
cles, on est amené a considérer aussi trois segments : deux d’entre
eux correspondent aux rayons des deux cercles, et le troisiecme
est donné par la distance entre leurs centres.

2.1 Intersection de deux cercles

PHENOMENE DE BASE 5. — Dans un premier temps, donnons-
nous deux cercles de rayons différents (figure 7). Quelles sont
toutes les fagons de les disposer 'un par rapport a I'autre ? Par-
tant du cas ou les deux cercles sont extérieurs I'un a l'autre
comme a la figure 7, déplacons progressivement le petit cercle

vers la gauche.

Fig. 7

Nous obtenons successivement les situations suivantes :
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(a)

(9)

Le petit cercle est a l'extérieur du grand, et les
deux cercles ne se rencontrent pas.

Le petit cercle est encore a l'extérieur du grand,
mais il le touche juste en point.

Le centre du petit cercle est encore a ’extérieur du
grand cercle, mais les deux cercles se rencontrent
maintenant en deux points.

Le centre du petit cercle est maintenant a 'inté-
rieur du grand cercle et le petit cercle déborde
encore a 'extérieur du grand ; les cercles se ren-
contrent encore en deux points.

Le petit cercle est a 'intérieur du grand, mais il le
touche encore en un point.

Le petit cercle est entierement a l'intérieur du
grand, et les deux cercles ne se rencontrent pas.

Les deux cercles ont le méme centre.

OOBEQYOC
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2.2 Trois segments et deux cercles

Nous pouvons rapprocher ces observations de celles faites
avec trois segments a la section précédente. Pour cela, revenons
a l'idée de faire un triangle avec trois segments p, q et r (fi-
gure 8a). Pour y voir clair, disposons le plus grand segment, a
savoir r, horizontalement. Pour construire un triangle, nous de-
vons accrocher p par exemple a 'extrémité gauche de r, et ¢ a
Pextrémité droite (figure 8b). Ceci fait, nous devons tourner p
autour de son point d’attache, et ¢ autour du sien, jusqu’a ce
que les deux extrémités se rencontrent. Mais toutes les positions
que 'extrémité de p peut occuper sont sur un cercle, et de méme
pour toutes les positions que peut occuper l'extrémité de ¢. Si
les deux cercles ne se rencontrent pas, il n’y aura pas de triangle
possible. En d’autres termes, nous cherchons le troisieme som-
met du triangle : il doit se trouver sur les deux cercles a la fois,
c’est-a-dire en un point ou ils se rencontrent. Il n’y a pas de tel
point sur la figure 8c.

B

Fig. 8 (a,b,c)

A la section précédente nous avons rencontré les différents cas
qui peuvent se présenter : soit les deux cercles ne se rencontrent
pas (cas a, f et g), soit ils se rencontrent en un point (cas b et
e), soit ils se rencontrent en deux points (cas ¢ et d). Comme
nous avons en effet placé le plus grand des trois segments hori-
zontalement (figure 8b), seuls les cas a, b et ¢ nous intéressent :
le segment qui joint les centres des cercles y est le plus grand.
Les deux autres sont les rayons des deux cercles.

Reprenons ces différents cas, en marquant chaque fois sur la
figure les rayons et le segment déterminé par les centres des deux
cercles :
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(a) Le segment déterminé par les deux centres est
plus grand que la somme des deux autres et,
comme nous ’avons déja observé, on ne peut pas
construire de triangle avec les trois segments.

(b) Le segment déterminé par les centres est égal a
la somme des deux autres ; les deux cercles se
touchent en un seul point ; il n’y a pas de triangle

possible.

(¢) Le segment déterminé par les centres (qui reste le
plus grand des trois segments) est cette fois plus
petit que la somme des deux autres, et il y deux

triangles possibles.

2.3 Axe de symétrie de deux cercles

La figure formée par deux cercles de centres distincts possede
un axe de symétrie. La droite qui joint les deux centres est en effet
axe de symétrie pour chacun des deux cercles (voir la proposition
23 & la page 87). On voit bien cette symétrie si on ameéne 1’axe
en position verticale. Les différentes positions relatives de deux
cercles ont été représentées avec leur axe de symétrie a la figure 9.

Fig. 9

Dans le cas ol les deux cercles se rencontrent en deux points,
dessinons la corde commune aux deux cercles, ¢’est-a-dire la corde
qui passe par les deux points de rencontre des cercles (figure 10 &
la page suivante). La figure est parfaitement symétrique et cette
corde est perpendiculaire a la droite qui joint les deux centres.

Considérons maintenant les deux cas ou les cercles se tou-
chent en un point. Pour des raisons de symétrie, ce point se
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trouve sur la droite qui joint les deux centres. Menons en ce
point la perpendiculaire & cette droite (figure 11). Elle est tan-
gente aux deux cercles!. Les deux cercles et la droite ont un seul
point en commun. Dans le premier cas, on dit que les deux cercles
sont tangents extérieurement, et dans le deuxieme tangents inté-
rieurement.

Fig. 10 Fig. 11

3 Deux triangles

Le probleme que nous nous posons maintenant est celui de
savoir quand deux triangles sont identiques. Une premiere ré-
ponse est simple : il suffit de les superposer. Mais pour cela, il
faut qu’au moins un des deux soit transportable, ce qui n’est pas
toujours le cas.

Voyons donc comment — avec un minimum d’information —
nous pouvons affirmer que deux triangles sont identiques. Nous
considérerons trois cas.

3.1 Le cas « coté-angle-coté »

3. Si deuz triangles ont un angle égal et les cotés adjacents a cet
angle égaur deuxr a deux, ils sont identiques.

Soient donc deux triangles ABC' et A'B’'C’ (figure 12).

c’ B

A/

Fig. 12 Fig. 13

! La notion de droite tangente ¢ un cercle a été introduite au chapitre 5 & la page 88.
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Supposons que A= 1/4\’, et qu'en outre |AB| = |A'B’| et
|AC| = |A'C’|. Transportons mentalement A’B’'C’ vers ABC' de
sorte que [A’C’] vienne sur [AC]. Si & ce moment B et B’ sont de
part et d’autre de [AC] (comme le montre la figure 13 & la page
précédente), retournons A’B'C’. Alors [A’B’] prend la direction
de [AB] (grace a I'égalité des angles). Donc B’ vient sur B. Ceci
fait, les trois points A’, B’, C’ coincident respectivement avec A,
B, C, et les deux triangles coincident.

3.2 Le cas « angle-coté-angle »

4. Si deux triangles ont un coté égal et les angles adjacents a ce
coté égaux deux a deuz, ils sont identiques.

Soient donc deux triangles ABC' et A'B'C’ (figure 14).
Bl

Fig. 1/

Supposons que |AB| = |A’B’| et quen outre A = Alet B=
B Transportons mentalement A’B'C’ vers ABC' de sorte que
[A'B’] vienne sur [AB]. Si & ce moment C' et C’ sont de part
et d’autre de [AB], retournons A’B’C’. Alors [A’C’'] prend la
direction de [AC] et [B'C’] la direction de [BC] (grace a I’égalité
des angles). Dans ces conditions, les trois cotés des deux triangles
coincident, et donc les deux triangles coincident.

3.3 Le cas « coté-coté-coté »

5. Si deux triangles ont leurs trois cotés égaur deuz a deux, ils
sont identiques.

Soient donc deux triangles ABC' et A’B'C’ (figure 15).
C/

Fig. 15
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Supposons que |AB| = |A'B’|, que |BC| = |B'C’| et que
|CA| = |C"A|. Transportons mentalement A’B'C” vers ABC' de
sorte que [AB] vienne sur [A’B’]. Si & ce moment C' et C’ sont de
part et d’autre de [AB], retournons A’ B’C’. Le point C' est un des
deux points d’intersection du cercle de centre A et de rayon |AC|
et du cercle de centre B et de rayon |BC/|. Il en va de méme pour
C’, puisque |AC| = |A'C’| et que |BC| = |B'C’| (deux cercles de
méme centre et de méme rayon sont identiques). Donc, les points
C' et €' coincident, puisqu’ils se trouvent du méme coté de [AB].
Les deux triangles sont identiques.

Ces trois théoremes permettent de conclure que deux tri-
angles sont identiques, méme dans des circonstances ou cette
identité n’est pas du tout évidente. Par exemple, si on sait que
les deux dessins de la figure 16 représentent le méme cube en
perspective, on en déduit que les deux triangles grisés sont iden-
tiques, parce que leurs cotés sont égaux deux a deux.

A B’
B I
|
|
|
o= — —|= D A’ = - —
e e
7 7
C/
Fig. 16

Revenons enfin & une observation que nous avions faite au dé-
but de ce chapitre : un triangle réalisé en tiges articulées est indé-
formable. L’explication de cette propriété est maintenant simple :
si un tel triangle pouvait étre déformé, sans bien entendu que les
longueurs des tiges soient modifiées, alors on aurait deux tri-
angles non superposables avec des cotés deux a deux de méme
longueur. Mais nous savons par la proposition 5 que c’est impos-
sible.
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RECTANGLES, CERCLES ET ANGLES

1 Horizontale et verticale

PHENOMENE DE BASE 1. — Sur un tableau vertical, dessinons
une ligne horizontale et une ligne verticale qui se rencontrent.
Elles forment quatre angles droits.

PHENOMENE DE BASE 2. — Sur un tableau vertical, plagons
un angle droit dont un coté est vertical. Son autre c6té est alors
horizontal. Placons-y un autre angle droit dont un coté est hori-
zontal. Son autre coté est alors vertical.

PHENOMENE DE BASE 3. — Sur un tableau vertical, dessinons
une ligne horizontale (figurela) et, au dessus de cette ligne, deux
segments verticaux de méme longueur dont les extrémités infé-
rieures reposent sur cette ligne (figure 1b). La droite qui passe
par leurs extrémités supérieures est horizontale (figure 1c).

]

Fig. 1 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 4. — Formons une croix au moyen de
deux segments égaux se coupant en leur milieu (figure 2a a la
page suivante). Pour voir plus clairement la forme dessinée par
les extrémités de la croix, dessinons une ligne horizontale sur un
tableau vertical, et déposons-y la croix (figure 2b). Les quatre
extrémités de la croix forment un rectangle (figure 2c).
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N

Fig. 2 (a,b,c)

2 Rectangles

Le rectangle est sans doute la figure la plus commune dans les
objets produits par ’homme. Il est présent autour de nous dans
toutes les positions. Par exemple, le plus souvent, les portes et
les fenétres sont des rectangles verticaux, le dessus d’une table
est un rectangle horizontal, les armoires sont formées par as-
semblage de rectangles horizontaux et verticaux. Les livres ont
des couvertures rectangulaires et on les tient souvent en position
inclinée.

U
o
| = K
~7 N

La figure 3 montre quelques rectangles en position quelcon-
que. La figure 4 les montre rangés les uns a cotés des autres.

—

Fig. 3
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Fig. 5

Fig. 4

2.1 Propriétés du rectangle

1. Le rectangle a quatre angles droits.

2. Quand un rectangle a deux cotés verticaux, ses deux autres
cotés sont horizontaux.

3. Le rectangle a ses cotés opposés paralléles.
4. Le rectangle a ses cotés opposés égaud.

5. Les médianes du rectangle se rencontrent en leur milieu et le
décomposent en quatre rectangles identiques (figure 5).

6. Chaque diagonale découpe le rectangle en deux triangles iden-
tiques (figure 6). Chacun de ceuzx-ci peut étre superposé a l'autre
par rotation d’un demi-tour autour du milieu de la diagonale.

7. Les diagonales du rectangle sont égales et se rencontrent en
leur milieu (figure 7). Elles divisent le rectangle en deuz fois deux
triangles isocéles identiques.

Fig. 8

Fig. 6 Fig. 7

8. Les diagonales et les médianes du rectangle se rencontrent
en un méme point. Elles divisent le rectangle en huit triangles
identiques (figure 8).

2.2 Conditions déterminantes du rectangle

9. Si un quadrilatére a deux cotés égaux perpendiculaires a un
méme troisiéme et situés d’un méme coté de celui-ci, il est un
rectangle.

Placons le troisieme coté de la figure horizontalement sur
un tableau vertical, avec les deux cOtés égaux orientés vers le
haut. Ils sont verticaux (phénomene de base 2 & la page 102). La
figure se trouve dans les conditions du phénomene de base 3. Le
quatrieme c6té est donc horizontal et la figure est un rectangle.

10. St un quadrilatére a trois angles droits, il est un rectangle.
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Placons en effet un premier c6té en position horizontale sur
un tableau vertical avec a ses extrémités deux cotés qui forment
avec lui un angle droit. Ils sont verticaux (phénomene de base 2).
Le dernier coté forme un angle droit avec un des cotés verticaux.
Il est donc horizontal et le quadrilatere est un rectangle.

11. Si les deux diagonales d’un quadrilatére sont égales et se
rencontrent en leur milieu, le quadrilatere est un rectangle.

Il suffit de placer la croix formée par les diagonales comme
dans le phénomene de base 4 pour reconnaitre un rectangle.

3 Angles au centre

Soit un cercle et un angle dont le sommet se trouve au centre
du cercle (figure 9a). On appelle un tel angle angle au centre.
La portion de cercle que détermine ’angle est appelée arc de
cercle intercepté par l'angle (figure 9b), et le segment reliant les
deux extrémités de cet arc est appelé corde interceptée par l’angle
(figure 9c).

Fig. 9 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 5. — Donnons-nous deux angles au
centre égaux (figure 10a). Faisons tourner I'un des deux autour
du centre, en méme temps que 'arc et la corde correspondants,

de maniere a le superposer a l'autre (figure 10b). Les cordes et
les arcs interceptés par les deux angles coincident.

Fig. 10 (a,b)

PHENOMENE DE BASE 6. — Donnons-nous maintenant deux
angles interceptant des arcs égaux (figure 11a a la page suivante).
Faisons glisser un des deux arcs le long du cercle de manieére a les
superposer, en faisant suivre I'angle au centre qui intercepte cet
arc. Les angles au centre qui interceptent les deux arcs coincident
(figure 11b).
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N

Fig. 11 (a,b)

Nous pouvons résumer tout ceci de la maniere suivante :

12. Dans n’importe quel cercle,

— deux angles au centre égaux interceptent des cordes et des
arcs égaux ;

— deux arcs égaur sont interceptés par des angles au centre
€gaut.

Considérons la situation particuliere ou les deux angles égaux
sont obtenus en dessinant deux diametres du cercle (figure 12a).
Tournons cette figure pour mieux voir la symétrie (figure 12b).
Nous pouvons y reconnaitre un rectangle (figure 12¢). Nous sa-
vons en effet que lorsque les diagonales d’un quadrilatére sont
égales et se rencontrent en leur milieu, le quadrilatére est un
rectangle.

P&

Fig. 12 (a,b,c)

4 Angles inscrits

Un angle inscrit a un cercle est un angle dont le sommet est
sur le cercle et dont les cotés le traversent. La figure 13a montre
un tel angle. A nouveau, cet angle intercepte un arc de cercle

(figure 13b) et une corde (figure 13c).

SO

Fig. 13 (a,b,c)
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Un cas particulier se présente lorsque la corde interceptée est
un diametre (figure 14a). En tragant le diametre qui passe par le
sommet de I'angle (figure 14b), nous pouvons, comme a la figure
12, faire apparaitre un rectangle (figure 14c).

Fig. 14 (a,b,c)

Nous venons donc de démontrer la proposition suivante :

13. Dans n’importe quel cercle, un angle inscrit qui intercepte
un diamétre est un angle droit.

Soit maintenant un angle inscrit dont un c6té est un diametre
(figure 15a). Complétons la figure pour y faire a nouveau appa-
raitre un rectangle et ses deux diagonales(figure 15b). Dans cette
figure, il y a un angle au centre qui intercepte le méme arc que
I’angle inscrit de départ. Les médianes découpent ce rectangle
en huit triangles identiques (figure 15c). L’angle au centre vaut
donc deux fois ’angle inscrit.

&8 e

Fig. 15 (a,b,c)

Cette propriété s’étend a n’importe quel angle inscrit. Si le
centre du cercle se trouve a l'intérieur de langle (figure 16a),
on décompose celui-ci en deux angles inscrits ayant chacun un
diametre (le méme) pour coté (figure 16b). Chacun d’eux vaut
la moitié de I'angle au centre interceptant le méme arc (figure
16¢). Au total, I'angle inscrit de départ vaut donc la moitié de
I’angle au centre interceptant le méme arc.

SACE

Fig. 16 (a,b,c)
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La figure 17 montre la méme situation pour un autre cas de
figure, celui ou I'angle inscrit est obtus.

OECA>

Fig. 17

Si le centre du cercle se trouve a l'extérieur de 'angle (figure
18a), on considere deux angles inscrits ayant chacun pour c6té un
(méme) diametre (figure 18b), et dont I'angle inscrit de départ
est la différence. Chacun d’eux vaut la moitié de ’angle au centre
interceptant le méme arc, comme le montrent les figures 18c et
18d. L’angle inscrit de départ vaut donc également la moitié de
I'angle au centre! interceptant le méme arc.

SACAS

Fig. 18 (a,b,c,d)

Nous avons donc démontré la proposition suivante :

14. Dans n’importe quel cercle, un angle inscrit vaut la moitié
de l’angle au centre interceptant le méme arc.

Par conséquent, des angles inscrits interceptant le méme arc
de cercle sont égaux. Pour visualiser cette propriété, considérons
un arc de cercle et une suite d’angles inscrits l'interceptant. Fai-
sons parcourir ’arc de cercle supérieur par le sommet de I’angle
(figure 19) : tous les angles obtenus sont égaux.

N4

2\
Fig. 20

Une nouvelle question se pose alors. Considérons la corde
déterminée par cet arc. Y a-t-il des angles qui interceptent ce

! Nous rencontrons ici pour la premiére fois un angle de plus de 180°. Il ne nous pose pas de probléme dans

I'immédiat. Si nous voulions développer une théorie générale des angles, nous devrions tenir compte de ce type

d’angles.
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segment, autres que les angles inscrits que nous venons de déter-
miner (figure 20), mais qui leur soient égaux ?

Il y a évidemment les angles symétriques par rapport a la
corde (figure 21). Pour vérifier qu’il n’y en a pas d’autres, procé-
dons comme suit. Concentrons-nous sur les angles dont le som-
met est situé au dessus du segment (par symétrie, nous pourrions
examiner de méme les angles dont le sommet se trouve en des-
sous du segment). Considérons tous les angles dont le sommet
se trouve sur une demi-droite quelconque partant du milieu du
segment choisi, et au dessus de ce segment (figure 22a). Cette
demi-droite rencontre le cercle en un point, qui est le sommet
d’un des angles inscrits interceptant cette corde (figure 22b). Si
I’on prend sur la demi-droite un point intérieur au cercle comme
sommet d’un angle, celui-ci est plus grand que ’angle considéré
(figure 22c) ; si 'on prend le sommet a 'extérieur du cercle,
langle est plus petit que 'angle considéré (figure 22d).
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Fig. 21
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Fig. 22 (a,b,c,d)

Nous pouvons parcourir ainsi toutes les directions. Par consé-
quent, les seuls angles qui conviennent sont bien ceux de la figure
21.

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

15. Soit un segment [AB] et un point P. Tous les angles
— égaux a ﬁ,
— qui interceptent le segment [AB]
— et qui se trouvent du méme cété de [AB] que P

sont sur l'arc de cercle qui passe par A, B et P (figure 23).

Il est utile de se rappeler que la proposition 31 a la page 92
(chapitre 5) garantit existence et 1'unicité du cercle passant par
A, B et P.

5 Quadrilateres dans un cercle

Terminons ce chapitre sur les cercles et les angles en exa-
minant les quadrilatéeres dont les sommets se trouvent sur un
cercle. Nous avons vu que n’importe quel triangle possede un
cercle circonscrit (cf. proposition 31 a la page 92). Qu’en est-il
des quadrilateres ?

Fig. 23

W

o"/’/;

0,\\
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2 Nous ne considérons pas de
quadrilatére croisé comme
le montre la figure ci-
contre.

Chapitre 7. Rectangles, cercles et angles

On peut aisément vérifier que tous les quadrilateres ne sont
pas inscriptibles a un cercle. Inscrivons un quadrilatere dans un
cercle (figure 24a). Choisissons trois de ces sommets. En vertu
de la proposition 31, ce cercle est le seul passant par ces trois
points (figure 24b). Si on remplace le quatrieme sommet par
un point qui ne se trouve pas sur ce cercle, on ne pourra pas
trouver de cercle qui passe par les quatre sommets de ce nouveau
quadrilatere (figure 24c). Si on en trouvait un, on aurait deux
cercles qui passeraient par les trois points.

OO

Fig. 24 (a,b,c)

La figure 25 montre un quadrilatere inscrit dans un cercle.
Con81derons les angles opposés a et ﬁ L’angle & vaut la moitié
de o et ﬂ vaut la moitié de ﬂ’ (proposition 14 a la page 108).
Comme o + ﬁ’ vaut quatre droits, la somme des deux angles &
et ﬂ vaut deux droits.

—

Q

A

Fig. 25

D’autre part, lorsqu’un quadrilatere a deux angles opposés
dont la somme vaut deux droits, on peut l'inscrire dans un cercle.
En effet, soit ABCD un tel quadrilatere (figure 26a a la page
suivante) dont la somme des angles en B et D vaut deux droits.
On considere trois de ses sommets A, B et C. Un cercle passe
par ces trois points (figure 26b). On sait que si 'on choisit un
quatrieme sommet D’ sur le cercle, Pangle en D’ sera égal a
I’angle en D, puisque chacun d’eux ajouté a 'angle en B donne
deux droits. On sait aussi que tous les angles égaux & D’ et qui
interceptent la corde [AC] (et qui se trouvent du méme coté de
[AC] que D) sont sur l'arc de cercle entre A et C' (proposition
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15 a la page 109). Donc le point D doit se trouver sur cet arc de
cercle. Le quadrilatére est donc inscriptible (figure 26d).

D/
D D
AQ A A A
B c B c B c B C

Fig. 26 (a,b,c,d)
Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

16. Un quadrilatére est inscriptible a un cercle si et seulement
st la somme de deux de ses angles opposés vaut deux droits.
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PARALLELES ET ANGLES

La figure 1a montre deux ensembles de lignes droites qui se
croisent. Chaque ensemble est clairement identifiable : ses lignes
sont toutes paralleles entre elles. En disposant cette figure de
maniere qu'un des ensembles soit horizontal, on y voit plus fa-
cilement toute une série d’angles et de segments égaux qui vont
nous intéresser (figure 1b).

Fig. 1 (a,b)

Comme le montre la figure 2, 'ombre au soleil d’'une damier
vu par transparence a souvent une forme analogue a celle de la
figure 1.

Fig. 2
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1 Paralleles, angles et demi-tour

PHENOMENE DE BASE 1. — Dans un premier temps, dessinons
seulement deux droites qui se rencontrent : les droites a et b de
la figure 3a. Nous y voyons des angles égaux (figures 3b et 3c),
que 'on appelle angles opposés par le sommet. En placant les
deux lignes comme sur la figure 4, on voit encore mieux 1’égalité
des deux angles.

-

Fig. 8 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 2. — Tracgons ensuite deux droites pa-
ralleles et une transversale (figure 5). Nous voyons que les deux
droites sont inclinées de la méme fagon sur la transversale : les
angles grisés de la figure 6 sont donc égaux. On les appelle angles
correspondants. La figure 7 montre d’autres couples d’angles cor-
respondants.

Fig. 5

113

Sur la figure 8, on voit les angles @ et b qui sont égaux car
ce sont des angles correspondants. Mais les angles b et ¢ sont
aussi égaux car ils sont opposés par le sommet. Ainsi les deux
angles grisés de la figure 9 sont égaux. Des angles disposés de
cette facon sont appelés angles alternes internes. La figure 10
montre une autre paire d’angles alternes internes.

Q)
S

o)

J

Fig. 8 Fig. 9

Considérons maintenant les phénomenes suivants.

Va4

Fig. 6 Fig. 7

Fig. 10
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PHENOMENE DE BASE 3. — Donnons-nous deux angles égaux
a et b (figure 11) et déposons-les sur une droite ¢, du méme coté
de ¢ et inclinés du méme coté (figure 12). Les cotés des deux
angles qui ne reposent par sur ¢ sont paralleles!.

o)

Q)
Q)
o
Q

Fig. 11 Fig. 12

PHENOMENE DE BASE 4. — Considérons encore la figure 12.
On peut passer de I'angle @ a I’angle b en faisant glisser a le long
de c. Durant tout le mouvement, le coté de @ qui n’est pas sur ¢
reste parallele & lui-méme (figure 13).

Q)
o

Fig. 13 Fig. 14

PHENOMENE DE BASE 5. — Donnons-nous deux angles égaux

a et b (figure 11) et déposons-les sur une droite ¢, de part et

/\ . d’autre de c et inclinés comme a la figure 14. Les cotés des deux
5 angles qui ne sont pas sur ¢ sont paralleles.

Q)

PHENOMENE DE BASE 6. — Considérons encore la figure 14.
On peut passer de 'angle a a ’angle b en faisant tourner a d’un
demi-tour autour du milieu du segment qui relie les deux som-
mets (figure 15).

Fig. 15

La proposition suivante résume nos observations et expé-
d d riences :

1. Soit trois lignes droites h, d et d telles que h et d se ren-
o contrent (figure 16). Si une des trois propriétés suivantes est vé-
rifice, alors les deux autres le sont aussi :

Q)
S

o)

1. d et d sont paralléles ;
2. les angles a et b sont €gauz ;

Fig. 16 3. les angles a et ¢ sont égauz.

1 On comparer ca ceci au phénomene de base 3 & la page 78.
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Notons au passage qu’en formulant le phénomeéne de base 6
a la page précédente, nous avons imaginé de faire faire un demi-
tour & une figure. Nous recourrons plusieurs fois dans la suite a
la proposition suivante :

2. Si on fait faire a une droite d’un plan un demi-tour autour
d’un point, la droite a ’arrivée est paralléle a la droite de départ.

2 La somme des angles d’un triangle

Intéressons-nous maintenant a ce qu’on appelle couramment
la somme des angles d’un triangle. On dit en abrégé somme des
angles pour somme des mesures des angles. Rappelons qu’on
mesure habituellement les angles en degrés.

La figure 17 montre quatre triangles. Nous allons prouver un
résultat étonnant : quel que soit le triangle, la somme de ses
angles est la méme.

Fig. 17

Donnons-nous donc un triangle (figure 18). Complétons-le
par une ligne parallele & I'un de ses cotés (figure 19).

T e

Fig. 18 Fig. 19

Nous y retrouvons de deux manieres distinctes deux paralleles
coupées par une transversale. D’abord, a la figure 20, on voit
des angles alternes-internes, qui sont donc égaux. Ensuite, a la
figure 21, on trouve deux autres angles égaux. On conclut que la
juxtaposition des trois angles du triangle donne un angle plat,
c’est-a-dire 180°.

T e

Fig. 20 Fig. 21

3. La somme des angles de n’importe quel triangle vaut 180°.
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Fig. 23

Fig. 26

Chapitre 8. Paralléles et angles

3 La somme des angles d’un quadrilatere

La figure 22 montre quatre quadrilateres. Nous allons main-
tenant prouver un nouveau résultat étonnant : quel que soit le
quadrilatere choisi, la somme de ses angles est la méme, et elle
vaut quatre angles droits (ce que 'on voit facilement pour le
rectangle).

Fig. 22

N’importe quel quadrilatére peut étre découpé en deux tri-
angles par un coup de ciseau le long d’une diagonale (figure 23).
La somme des angles est donnée par la somme des angles des
deux triangles. Elle vaut donc 360°.

4. La somme des angles de nimporte quel quadrilatére convexe
vaut
360°.

Nous n’avons envisagé que les quadrilateres convexes, ce qui
veut dire que nous n’avons pas pris en considération les quadri-
latéres qui, comme celui de la figure 24, ont un angle rentrant.
Nous n’avons pas non plus considéré les quadrilateres dont deux
cOtés se croisent (comme par exemple celui de la figure 25).

Fig. 2/ Fig. 25

4 La somme des angles d’un polygone
quelconque

Dans ces conditions, on peut décomposer un polygone a n
cOtés en n — 2 triangles. On voit dans ces cas-la que la somme
des angles du polygone vaut (n — 2) x 180°.

Par exemple, on peut décomposer un pentagone en trois tri-
angles. La somme de ses angles vaut donc 3 x 180°. On peut
décomposer un hexagone en quatre triangles. La somme de ses
angles vaut donc 4 x 180°.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
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5. La somme des angles d’un polygone convexe a n cotés vaut
(n —2) x 180°.

5 Les angles des polygones réguliers

Un polygone régulier est un polygone dont tous les cotés sont
égaux et dont tous les angles sont égaux.

Une maniere de calculer la somme des angles d'un polygone
régulier fait appel a la proposition 5. Prenons par exemple un
pentagone régulier (figure 27). La somme de ses angles vaut 3 x
180°, c’est-a-dire 540°. Comme il y a cinq sommets, I’angle en
chaque sommet vaut % = 108°.

De maniere générale :

6. L’angle en chaque sommet d’un polygone régulier ayant n

cotés vaut (n=2)x180°
- .

6 Pavages

La figure 28 représente un pavage avec des dalles carrées. Elle
suffit a montrer que 'on peut assembler certains polygones de
sorte

(a) qu’ils ne se recouvrent pas,

(b) qu’ils ne laissent aucune lacune (aucune partie non recou-
verte) entre eux,

(¢) que lassemblage puisse étre étendu & tout le plan.

Nous allons nous intéresser a des pavages de ce genre en ajou-
tant deux conditions :

(d) la premiere est que, comme c’est déja le cas pour la figure
28, tous les polygones soient identiques ;

(e) la seconde est qu’ils se cotoient toujours le long d’un coté
entier ; par exemple, le pavage de la figure 29 ne satisfait
pas a cette condition.

Nous venons de voir qu’on peut paver le plan avec des carrés.
Avec quels autres polygones réguliers est-ce encore possible ?

Puisque I’angle du triangle équilatéral vaut 60 degrés, on peut
assembler six triangles équilatéraux autour d’un point (figure 30
a la page suivante). En effet, le tour complet vaut 360 degrés,
c’est-a-dire exactement 6 fois soixante degrés. Qui plus est cette
figure peut étre étendue pour couvrir le plan entier, comme le
montre la figure 31 a la page suivante.

Fig. 27
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Fig. 30 Fig. 31

Que se passe-t-il lorsque ’on prend des pentagones réguliers 7
En chaque sommet, 'angle intérieur vaut % = 108°. En
juxtaposant trois angles on obtient un angle total de 324°, ce
qui n’est pas assez (figure 32a). En en juxtaposant quatre, on
obtient 432°, ce qui est trop (figure 32b). Il est donc impossible
de paver le plan avec des pentagones réguliers.

P&

Fig. 32 (a,b)
Les angles intérieurs des hexagones réguliers valent

(6 —2) x 180° 4 x 180°

= = 120°.
6 6

Trois hexagones s’ajustent parfaitement en chaque noeud, comme
le montre la figure 33. Ici aussi, cette figure peut étre étendue au
plan entier (voir figure 34). En divisant chaque hexagone en six
triangles équilatéraux, on retrouve le pavage de la figure 31.

D A

Fig. 83 Fig. 8/
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Dans le cas de I’heptagone régulier, en chaque sommet I'angle
intérieur vaut w, c’est-a-dire entre 128° et 129°. Trois angles
juxtaposés mesurent au total plus de 384°, ce qui est trop. On ne
peut donc pas paver en n’utilisant que des heptagones réguliers.

On peut observer, et on prouverait sans peine, que plus le
nombre de cotés d’un polygone régulier est élevé, plus grand est
I’angle en chacun de ses sommets. Ceci montre qu’il n’est pas
possible de paver le plan avec des polygones réguliers dont le
nombre de coté est plus grand que six.

On dit qu'un pavage du plan est régulier lorsque, satisfaisant
aux conditions que nous nous sommes données ci-dessus, il est
réalisé avec des polygones réguliers.

Nous avons donc démontré que :

7. Il y a trois pavages réquliers : les pavages avec des triangles
équilatéraux, des carrés et des heragones réguliers. Ils ont res-
pectivement siz, quatre et trois polygones autour de chaque neud.

A NNINININININININININN
VNININININININININININN/NA
NANINININININININININ/NN
NININININININININININININ
NANNININININININININ/NA
NAINININININININONINININ]

Fig. 35 Fig. 36

La question des pavages du plan est vaste. Contentons-nous
ici de nous poser a ce sujet une derniere question : avec quels
types de polygones quelconques peut-on paver le plan ?

Montrons d’abord qu’on peut paver le plan avec un triangle
quelconque. La figure 38 montre trois triangles identiques, ac-
colés de telle sorte que les cotés [AB] et [BC] soient alignés (la
somme des angles se trouvant en B vaut 180°). Ajoutons un tri-
angle a cet assemblage (figure 39) ; les cotés [DE] et [EF] sont
alignés. En continuant de méme, on forme une bande (figure 40),
que l'on peut prolonger indéfiniment des deux cotés.

N W W W AN

Fig. 40

En accolant indéfiniment de telles bandes, on arrive a paver
tout le plan (figure 41 a la page suivante).

Fig. 87
A K
Fig. 38
A B
D E
Fig. 89

119



120 Chapitre 8. Paralléles et angles

NN i Vi W

N Vi Vi AN
N Vi Vi AN
NV Vo Vo Vi AN

Fig. 41

8. On peut paver le plan avec n’importe quel triangle.

Ce qui est plus surprenant, c’est que I'on peut également pa-
ver avec n’importe quel quadrilatere. Partons d’un premier qua-
drilatere comme le montre la figure 42. Numérotons ses angles.
Créons-en un deuxieme en tournant le premier d’'un demi-tour

Fig. 42 autour du milieu d’'un de ses cOtés, ce qui amene 'angle 2 & coté
de I’angle 1. Continuons de méme en faisant tourner le deuxiéme
quadrilatere, ce qui amene 'angle 3 a co6té de I'angle 2. On fait
ensuite de méme avec le troisieme quadrilatere, ce qui amene
I’angle 4 a c6té de 'angle 3. Puisque la somme des angles in-
térieurs de n’importe quel quadrilatere mesure 360°, les quatre
quadrilateres occupent exactement le tour complet autour du
point ou les angles se rassemblent (figure 43).

Fig. 43

Peut-on maintenant étendre ce début de pavage au plan en-
tier 7 Repartons a la figure 44 de I'octogone obtenu a la figure 43
en accolant quatre quadrilateres. On veut lui accoler une copie
de lui-méme, comme le suggere la figure 45. Il suffit de numéroter

B e

Fig. 44 Fig. 45

certains angles comme précédemment pour voir que les deux oc-
togones se raccordent parfaitement, la somme des angles au point
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P valant 360° (figure 46). On peut alors composer toute une
bande d’octogones comme le montre la figure 47.

e

Ceci fait, on montre par un argument analogue que le bord
du dessus de la bande est identique au bord du dessous. Ceci
permet d’empiler de telles bandes comme le montre la figure 48.
Et donc on peut de cette facon couvrir tout le plan.

Fig. 46

Fig. 48

9. On peut paver le plan avec n’importe quel quadrilatére.
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Derniere question enfin : peut-on paver le plan avec n’im-
porte quel pentagone ? La réponse est non, puisque, comme nous
I’avons vu, c’est déja impossible avec des pentagones réguliers.
Mais la figure 49 montre que c’est possible avec certains penta-
gones.

Fig. 49



LLE THEOREME DE PYTHAGORE

1 En considérant des surfaces

Considérons un triangle rectangle et construisons un carré
sur chacun de ses cotés (figure 1). Nous allons montrer que la
somme des deux carrés construits sur les cotés a et b de I'angle
droit égale le carré construit sur ’hypoténuse (additionner des
carrés veut dire ici additionner leurs aires ; dans tout triangle
rectangle, on appelle hypothénuse le plus grand coté).

Pour cela, considérons un grand carré de coté a + b et quatre
copies de notre triangle (figure 2).

a+b

a+b

Fig. 1 Fig. 2

Disposons nos quatre triangles dans le carré, d’abord comme
le montre la figure 3a, puis comme le montre la figure 3b.

Fig. 3 (a,b)

La partie blanche de la figure 3a est égale a la partie blanche
de la figure 3b. Or la partie blanche de la figure 3a est la somme
des carrés construits sur les cotés de 'angle droit. Quant a la
partie blanche de la figure 3b, elle est le carré construit sur I’hy-
poténuse. Pour affirmer cela, nous devons étre strs que cette
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Fig. 4

Chapitre 9. Le théoréme de Pythagore

partie blanche est bien un carré. Or elle a quatre cotés égaux.
De plus chacun de ses angles est droit. On le voit au fait qu’ils
ont tous été construits de la méme facon : ils sont donc égaux et
valent chacun 360 degrés/4 (cf. proposition 4 du chapitre 8 a la
page 116).

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.

1. Dans tout triangle rectangle, la somme des carrés construits
sur les deux cotés de l’angle droit est €gale au carré construit sur
Uhypoténuse.

En utilisant la formule de 'aire du carré, on voit que le théo-
reme de Pythagore a pour expression

a? + v =72,

ol a, b et ¢ sont ici les mesures des trois cotés du triangle prises
dans une méme unité.

Cette formule est souvent utile pour calculer des longueurs
de segments.

Si Pon connait les mesures a et b des deux cotés de 'angle
droit d’un triangle rectangle, il est donc possible de calculer la
mesure de ’hypoténuse c :

c=vVa?+ b

2 Réciproque du théoreme

Considérons maintenant un triangle dont nous ne savons pas
s’il est rectangle ou non. Mais supposons qu’on nous dise que la
somme des carrés construits sur deux de ses cotés est égale au
carré construit sur le troisieme. Le triangle est-il rectangle 7

Montrons que oui (la démonstration qui suit s’inspire de FE-
SEC [1996]). Soit le triangle de la figure 4, avec I'hypothese que

a’ 4+ b =2

Le coté c est le plus grand. Disposons-le horizontalement, ce que
montre la figure 5. Le pied de la hauteur issue de P tombe sur
le coté c. (Les situations montrées par les figures 7 et 8 sont
impossibles parce que ¢ n’y est pas le plus grand coté.)

P P P

a | b a b a b

Fig. 5

Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8

La figure 9a a la page suivante reproduit la figure 5, mais
nous y avons ajouté une verticale issue du sommet P.
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Fig. 9 (a,b)

Imaginons maintenant de déformer le triangle en promenant
le sommet P le long de cette verticale. Partons du point A vers
le haut. Lorsque P est en A, on a clairement

a4+ b < 2.

b2

b2
A=P A

Fig. 10 (a,b)

C’est ce qu’illustre la figure 10a. Lorsque P monte, les carrés
construits sur les c6tés a et b grandissent, alors que le carré
construit sur ¢ reste le méme. Lorsque P coincide avec A, 'angle
au sommet du « triangle » est en quelque sorte un « angle plat » :
il vaut 180°. Lorsque P monte indéfiniment, ’angle tend vers 0.
Pour une certaine position intermédiaire, ’angle est droit, et on a

a® 4+ b =2
En dessous de cette position on a donc

a? +b? < 2,
et au dessus de cette position

a? 4+ b > 2.

La figure 10b illustre cette derniere inégalité.

Donc le triangle avec un angle droit, étant le seul pour lequel
on a l’égalité, est bien le triangle donné.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante.
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Fig. 11

Chapitre 9. Le théoréme de Pythagore

2. Si, dans un triangle, la somme des carrés construits sur deux
des cotés est égale au carré construit sur le troisiéme, alors le
triangle est rectangle.

Cette proposition est souvent utilisée pour tracer des angles
droits sans utiliser une équerre : il suffit d’assembler en triangle
des segments (des ficelles tendues) dont les cotés sont propor-
tionnels a 3, 4 et 5. En effet, on a

32 442 =52
On peut combiner les propositions 1 et 2 en une seule, de la
maniere suivante.

3. Un triangle est rectangle si et seulement si la somme des car-
rés construits sur deux de ses cotés est égale au carré construit
sur le troisieme.
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PARALLELES ET LONGUEURS

Comme au chapitre 8, nous partons ici d’un réseau de pa-
ralleles équidistantes coupé par des transversales. Mais cette
fois nous nous intéresserons moins aux ensembles d’angles égaux
qu’aux ensembles de segments égaux.

1 Paralleles et transversales

Les cinqg phénomeénes de base suivants plantent le décor de ce
chapitre.

PHENOMENE DE BASE 1. — Considérons un réseau de paral-
leles équidistantes (figure 1a). Posons une droite (une baguette)
en travers sur ce réseau (figure 1b). Les paralleles déterminent
sur celle-ci des segments égaux (figure 1c).

Fig. 1 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 2. — Sur un réseau de paralleles équi-
distantes (figure 2a), posons deux transversales paralleles (figure
2b). Tous les segments déterminés sur ces deux paralleles sont
égaux (figure 2c).

Fig. 2 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 3. — Considérons un réseau de pa-
ralleles équidistantes traversé par deux droites paralleles (figure
3a). Nous venons de voir que le réseau découpe sur ces transver-
sales des chaines de segments égaux. Rajoutons a chaque chaine
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et du méme coté, un segment égal aux précédents (figure 3b)).
La droite qui joint leurs extrémités est parallele aux droites du
réseau : elle prolonge celui-ci (figure 3c).

A

Fig. 3 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 4. — Considérons un réseau de paral-
leles équidistantes traversé par deux droites quelconques (figure
4a). Rajoutons a chaque chaine de segments égaux et du méme
coté, un segment égal aux segments de la chaine (figure 4b). La
droite qui joint leurs extrémités est parallele aux droites du ré-
seau : elle prolonge celui-ci (figure 4c).

X
<

s X

Fig. 4 (a,b,c)

PHENOMENE DE BASE 5. — Considérons deux réseaux croi-
sés de paralleles équidistantes (figure 5a). Partant d’un point A,
allons vers un point B en avancant d’un segment, puis en mon-
tant obliquement d’'un segment (figure 5b). Allons de méme du
point B au point C', puis de C' a D, etc. A chaque étape, nous
avons avancé horizontalement d’une certaine longueur toujours
la méme, puis nous sommes montés aussi d’une certaine longueur
(autre) toujours la méme. Les segments [AB], [BC], [CD], etc.
ont tous la méme pente. Les points A, B, C, D... sont alignés
(figure 5c¢).

c/ ; C_AﬂD
B/ A B/ —A
4 L —A
A A
Fig. 5 (a,b,c)

La figure 6 a la page suivante montre divers exemples ou
on voit qu’en progressant rythmiquement toujours de tant dans
une direction, puis de tant dans ’autre, on passe par des points
alignés.
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N4
Lo/ LA
Lo/ w /-
7 7
A A
. .
/ /
A A
. .
7 /-
A A
- -

Fig. 6

La figure 7 montre quelques parallélogrammes en position
quelconque. La figure 8 les montre chacun avec deux cotés hori-
zontaux.
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Fig. 8

Le soleil donne souvent I'image d’une fenétre sur un mur ou
un plancher sous la forme d’un parallélogramme. On obtient éga-
lement des parallélogrammes en déformant un rectangle articulé.

PHENOMENE DE BASE 6. — Donnons-nous un rectangle, (figu-
Fig. 9 re 9). Si on imagine ce rectangle articulé et qu’on le déforme, on
n’obtient que des parallélogrammes (figure 10).

Fig. 10

2.1 Propriétés du parallélogramme
1. Le parallélogramme a ses cotés opposés paralléles.

2. Le parallélogramme a ses cotés opposés égauz (figure 11).

- Cette observation recoupe le phénomene de base2 (page 127).
19. 11

3. Le parallélogramme a ses angles opposés égauz (figure 12).

Pour s’en convaincre, il suffit de prolonger ses cotés (figure 13)
et d’observer les angles correspondants et alternes internes (cf.
la section 1 du chapitre 8, page 113).

[ J L[

Fig. 12 Fig. 18

4. Les médianes du parallélogramme se rencontrent en leur mi-
lieu et le décomposent en quatre parallélogrammes identiques (fi-
gure 14 a la page suivante).
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Fig. 14 Fig. 15

5. Chaque diagonale décompose le parallélogramme en deux tri-
angles identiques (figure 15). Chacun de ceux-ci peut étre super-
posé a l'autre par rotation d’un demi-tour autour du milieu de
la diagonale (figure 16).

Fig. 16

6. Les diagonales du parallélogramme se rencontrent en leur mi-
lieu (figure 17).

Fig. 17
Pour nous en assurer, relisons la figure 16 en sens inverse
(figure 18), mais apres avoir ajouté une médiane au triangle de

départ. (Dans un triangle, une médiane est un segment qui joint
le milieu d’un c6té au sommet opposé.)

ANV =4

Fig. 18

Apres le demi-tour, cette médiane vient s’aligner sur la posi-
tion qu’elle avait au départ. Les deux médianes (celle au départ et
celle & larrivée) dessinent donc la diagonale du parallélogramme.
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Fig. 22
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Les deux cotés juxtaposés des deux triangles forment la deuxieme
diagonale.

7. Les médianes et les diagonales du parallélogramme se ren-
contrent en un méme point (figure 19).

/L]
L/

Fig. 19

Repartons en effet du parallélogramme muni de ses deux mé-
dianes (figure 20a). Joignons les points A et B, ainsi que B et
C' (figure 20b). Les points A, B et C sont alignés, et donc B est
sur la diagonale [AC| du parallélogramme (cf. le phénomene de
base 5 a la page 128). On raisonne de méme pour 'autre (figure

AP AN
LA LN

Fig. 20 (a,b,c)

2.2 Conditions déterminantes du parallélogramme

8. Si un quadrilatére convexe a deur paires de cotés paralléles,
il est un parallélogramme.

9. Si un quadrilatére a deuz cotés paralleles et égaux, il est un
parallélogramme (figure 21).

C’est un cas particulier du phénomene de base3 (page 127).

[ L/

Fig. 21

10. St un quadrilatére conveze a les cotés opposés égaux, il est
un parallélogramme.

En effet, avec deux paires de cotés égaux, on peut construire
un rectangle (figure 22). Et si on imagine ce rectangle articulé de
maniere a pouvoir le déformer sans croiser les tiges, on n’obtient
que des parallélogrammes (phénomeéne de base6 a la page 130).

11. Siun quadrilatére a les diagonales qui se rencontrent en leur
milieu, il est un parallélogramme.
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En effet, soit deux segments qui se rencontrent en leur milieu
(figure 23a).

B’ A’ B’ A’
A B A B

Fig. 23 (a,b,c,d)

En faisant tourner cette figure d’un demi-tour autour de ce
milieu O, on ameéne le point A en A’, et B en B’ (figure 23b).
Donc AB est parallele & A’B’ (cf. la propositon 6 du chapitre 8,
page 114), et comme en outre [AB] = [A’'B'], la figure ABA'B’
est un parallélogramme (figures 23c et 23d) .

12. Si on superpose deux triangles identiques et qu’on fait tour-
ner l'un d’eux d’un demi-tour autour du milieu d’un de ses cotés,
on obtient un parallélogramme (figure 24).

Fig. 24

3 Paralleles et rapports de longueurs

3.1 Le rapport de deux longueurs

Dans cette section nous étudions surtout les rapports de lon-
gueurs. Précisons donc cette notion.

Considérons deux segments a et b (figure 25a). Supposons
qu’un troisieme segment ¢ soit contenu trois fois dans a et cinq
fois dans b (figure 25b). Nous dirons alors que a est a b comme
3 est a 5, ou encore que le rapport de a a b vaut g Et de méme
pour d’autres nombres (naturels) que 3 et 5.

Fig. 25 (a,b)

Il nous arrivera souvent ci-apres de considérer des rapports
égaux. Par exemple sur la figure 26 a la page suivante, a est a b
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L |
Cl/ 02
Bl B2
Ay / As
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comme c est & d (et comme 3 est a 2). Nous exprimerons cette
égalité de deux rapports en écrivant
a c

b d

Fig. 26

Nous ferons, pour la suite de ce chapitre, I'importante suppo-
sition suivante : nous n’envisageons que des couples de segments
pour lesquels il existe un troisieme segment (éventuellement égal
a l'un des deux premiers) qui est contenu un nombre entier de
fois dans le premier segment du couple, et aussi un nombre entier
de fois dans le second.

3.2 Des paralleles aux égalités de rapports

Donnons-nous trois droites paralleles et deux transversales
(figure 27a). Supposons que [A; B1] soit & [B1C4] comme 3 est a
7, et donnons-nous des points de subdivision qui montrent ce rap-
port (figure 27b). Par ces points, tragons de nouvelles paralleles
(figure 27c). Celles-ci divisent [A3Bs] en trois segments égaux,
et [B2Cs] en sept segments égaux (cf. phénomene de basel a la
page 127). Donc

[A1B1] _ [A2By]

[B1C1]  [B2Co]
Cette conclusion est valable pour un rapport quelconque. Nous
avons donc démontré la proposition suivante.

13. Trois paralleles déterminent des segments sur une transver-
sale quelconque. Les rapports entre ces segments sont les mémes
sur nimporte quelle transversale.

Cl/ Cy C1 / Ch

B1 BQ B1 / BQ

|
A1 / A2 A1 / A2

T T

Fig. 27 (a,b,c)

La figure 28 a la page suivante montre divers cas ou cette
proposition s’applique. Dans tous ces cas,

[A1B1] _ [A2B)]

[B1C1]  [B2Ca]
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/ A1 = A2 A2 Al Al /

| A2

B1 B B1 Ba By

Cl / CQ C1 CQ Cl /

T T

Fig. 28

Cette proposition est bien str également vraie pour les autres
rapports déterminés sur ces transversales par les méme paral-
leles :

[A1C1]  [AaCy] ; [A1B1]  [A2By)]
BiC1] ~ [BoCo] © [MCh] T [ACy)

3.3 Des paralleles et des égalités de rapports
a de nouvelles paralleles

Donnons-nous deux droites paralleles et deux transversales
(figure 29a). Supposons que

[A1B1]  [A2By]

[B1C1]  [BaCy]

Donnons-nous des points de subdivision qui montrent ces rap-
ports (figure 29b). Par ces points sur [A; B;], menons des paral-
leles & AjAs. Puisque celles-ci découpent [A2Bs] en segments
égaux, elles passent par les points de subdivision déja marqués
sur [AaBs] (figure 29c).

Al/ Ao A1/ Aa Al/

Ao

Bl B2 Bl B2 /

Ch Cy C1 Co C1

Fig. 29 (a,b,c)

Ceci fait, joignons le premier point de subdivision de [B1CY]
au premier point de subdivision de [B2Cs] (figure 30a a la page
suivante). La droite que nous tragons ainsi est aussi parallele a
A1 Ay (voir le phénomeéne de base 4 a la page 128). Nous pou-
vons de méme joindre tous les points de subdivision de [B;C1]

Ba

Ch
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aux points correspondants de [B2Cs]. Toutes ces droites sont pa-
ralleles. En particulier C1Cy est parallele a Ay As et By By (figure
30b).

Ay Ag Ay | Az
[ [
[ [

B | By Bj / B>

(of Cy / Co

Fig. 50 (a,b)

D’otu la proposition suivante.

14. Soient deux paralléles A1As et B1By et deux transversales
comme sur la figure 29a. Si

[A1B1] _ [A2B)]

[B1Ch]  [B2Cs]
alors C1Cs est paralléle a A1As et B1DBs.

Cette proposition est bien sur également vraie lorsque 'on

remplace ['égalité %’gigﬂ = % par une des deux égalités sui-

vantes :

[ALB1] _ [A2By] | [41C1] _ [A2C3)

0 .
[A1C] [A2Ch] [B1C1]  [Ba2Co]
Voici un cas particulier important de cette proposition.

15. Soient deux droites sécantes (figure 31a). Si
[OB,] _ [0By]

[B1C1]  [BaCo]’
alors C1Cy est paralléle a B1Bs (figure 31b).

Pour voir que cette proposition se ramene a la précédente, il
suffit de considérer que les points Ay et As de la figure 29 sont
confondus, ce qui conduit a la figure 31c.

/A1=A2

1) 0]
B B B /\B
Bl 32 1 2 1 2

Fig. 31 (a,b,c)
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A nouveau, cette proposition est également vraie lorsque 1’'on

remplace 1’égalité [[131%11}] = [[32%22]} par I'une des deux égalités

suivantes :

0B _[0Bs] _ [0Cy] _ [0Cy

0C1] ~ [0C] " [BiC1] T [BaCol

3.4 Des paralleles a de nouvelles égalités
de rapports

Donnons-nous deux droites paralleles et une transversale (fi-
gure 32a). Puis ajoutons une deuxiéme transversale (figure 32b).

O
B1 Bs
Cl 02
T T \
Fig. 32 (a,b)
Nous savons que

[OB1] _ [OBs]
[0C1]  [0Cy]

Soient [OB1] et [OC}] divisés en segments égaux (figure 33a). Par
les points de subdivision, menons des paralleles a OCy (figure
33b). Ces droites découpent [ByBs] et [C1Cs] en segments égaux
(voir les phénomenes de base 4 et 2 & la page 127). Donc

[B1Bs]  [0B]

[C1Cy] — [OCh]

On aurait pu faire le méme raisonnement en subdivisant [OC3],
comme le montre la figure 33c.

O
B1 Bs
c e o & c.
N\ Y N\

Fig. 33

Nous arrivons donc, de deux facons, a la proposition suivante.

B>
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16. Soient deux paralléles et deux transversales comme sur la
figure 82a. On a

OB1] _ [OBy]  [B1By]

[0C1]  [0Cs]  [CiCy]

3.5 Des égalités de rapport a I’alignement

Regardons maintenant la réciproque de cette proposition.
Donnons-nous deux droites paralleles et une transversale. Soit
O un point de celle-ci, non situé sur une des paralleles. Situons
les points By, Ba, C1 et Cy (figure 34a), de sorte qu’on ait

[OB;1] [B1Bs]

[0C1]  [C1Cy]

Donnons-nous des points de subdivision qui montrent ces rap-
ports (figure 34b).
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Fig. 34 (a,b)

Par les points de subdivision de [OC}], menons des paralleles
a C1C4, et par les points de subdivision de [CC2], menons des
paralleles a OC] (figure 35a). Deux de ces paralleles se croisent
en Bs. La figure 35b nous renvoie au phénomene de base 5 a la
page 128, et montre que O, Bs et (5 sont alignés. Nous avons
donc prouvé la proposition suivante.
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Fig. 85 (a,b)
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17. Soient deux paralléles, une transversale et des points O, By,
By, C1 et Cy comme a la figure 34a a la page précédente. Si

[OBy] _ [B1Bs]

[0OC1]  [C1Ca]

alors les points O, Bs et Cy sont alignés,

Les questions que nous venons de traiter amenent a envi-
sager les systemes de coordonnées et les équations de droites.
Nous ébauchons ci-apres le chemin qui permet d’y arriver sans
peine. Reprenons nos deux derniéres propositions, en orientant
autrement les figures. En fait, nous avons démontré ceci :

(a) sur la figure 36 et les figures analogues, on a

[OB] B [B1Bs] .
0C)] ~ [0 o

(b) si sur la figure 87 ou une figure analogue, on a la relation
(1), alors les points O, By et Cy sont alignés.
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Supposons maintenant qu'un méme segment soit contenu un
nombre entier de fois dans [OB1], [OC4], [B1Ba] et [C1C3], com-
me le montre la figure 38. Alors, contrairement a ce que nous
avons fait jusqu’a présent, envisageons des rapports tels que

[OB] [0OC ]

ou encore

[B1Bs] [C1Cs]

entre des segments de directions différentes.
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Fig. 38
Mais puisque
[OB] _ [B1Bs]
[0C1]  [C1C,)
nous avons aussi
[OB:]  [0C]

[B1Ba]  [C1Cy]
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De fagon plus générale, sur une figure telle que la figure 39, on
aura

0B, [0Cy]  [ODy]  [OEy]  [OF]  [OG]

[B1Ba]  [C1Ca]  [DiDo]  [ErEs]  [FiFp]  [GiGa]

et tous les points qui ont un 2 pour indice sont alignés.
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Fig. 39

Au cours de ce chapitre, nous avons dit ne prendre en consi-
dération que des couples de segments pour lesquels on peut en
trouver un troisieme, éventuellement tres petit, qui va un nombre
entier de fois dans le premier segment, et aussi un nombre en-
tier de fois dans le second. On a I'impression que cela doit étre
vrai pour deux segments quelconques. Tel n’est pourtant pas le
cas, comme ’ont montré déja les Pythagoriciens vers le V€ siecle
avant J.-C. C’est la un des grands problemes de la géométrie,
mais dont nous n’aurons pas le loisir de nous occuper ici.



